
0.1 Teoria bª¦dów

Wskutek niedoskonaªo±ci przyrz¡dów jak równie» niedoskonaªo±ci naszych zmysªów - wszyst-
kie pomiary s¡ dokonywane z okre±lonym stopniem dokªadno±ci. Cz¦sto nie otrzymujemy
prawidªowych warto±ci mierzonej wielko±ci lecz warto±ci do nich zbli»one.

Wszystkie warto±ci wielko±ci �zycznych s¡ obarczone pewnym bª¦dem

Pomiarem nazywamy czynno±ci zwi¡zane z ustaleniem warto±ci liczbowej miary danej
wielko±ci �zycznej. Istot¡ pomiaru �zycznego jest porównanie wielko±ci mierzonej z ustalo-
nym wzorcem jednostk¡.

Narz¦dzia pomiarowe

• wzorce;

• przyrz¡dy pomiarowe.

Sposób pomiaru

• wielko±ci proste - pomiar bezpo±redni;

• wielko±ci zªo»one - pomiar po±redni.

W pracowni spotykamy si¦ z nast¦puj¡cycmi po sobie procesami:

1. Pomiar

a ustawienie przyrz¡du;

b obserwacja zjawiska;

c odczyt mierzonej wielko±ci.

2. obliczenia - krytyczna analiza prawidªowo±ci i stopnia ich pewno±ci.

0.1.1 Bª¦dy popeªniane podczas pomiarów

1. bª¦dy przypadkowe - s¡ to bª¦dy niepowtarzaj¡ce si¦. Mog¡ one przyjmowa¢ warto±¢
dodatni¡ lub ujemn¡. Spowodowane s¡ przez ró»ne niekontrolowane przez eksperymen-
tatora czynniki, dziaªaj¡ce w chwili pomiaru (np. zmiany napi¦cia w sieci elektrycznej,
do której podl¡czone jest urz¡dzenie pomiarowe, ograniczona dokªadno±¢ obserwacji
eksperymentatora).

Statystyka umo»liwia nie tylko oszacowanie warto±ci bª¦du przypadkowego, ale równie»
okre±lenie jego prawdopodobie«stwa.

2. bª¦dy grube - s¡ to du»e bª¦dy spowodowane nieuwag¡ lub niestaranno±ci¡ ekspery-
mentatora. Wynik zawieraj¡cy bª¡d gruby bardzo ró»ni si¦ od pozostaªych wyników.
Na tym te» opieraj¡ si¦ niektóre kryteria ich eliminacji.

3. bª¦dy systematyczne - s¡ to bª¦dy powtarzaj¡ce si¦, w wi¦kszo±ci tego samego znaku.
Powoduj¡ je czynniki dziaªaj¡ce w jednakowy sposób w czasie wielokrotnego powta-
rzania tego samego pomiaru. Przyczyn¡ tych bª¦dów mo»e by¢: niedokªadno±¢ przyrz¡-
dów, niedokªadno±¢ metod pomiarowych oraz wzorców stosowanych do ostatecznych
oblicze«.

W praktyce analitycznej wystepuj¡ zarówno bª¦dy systematyczne, jak i przypadkowe,
natomiast bª¦dy grube mo»na ªatwo eliminowa¢. Najwa»niejszym zadaniem przy szacowaniu
bª¦du wyniku ko«cowego jest znalezienie jest znalezienie bª¦du dominuj¡cego (przypadko-
wego, systematycznego) i zminimalizowanie jego wpªywu przez dobór odpowiednich warun-
ków pomiarowych.
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0.2 Miary popeªnianych bª¦dów

Bª¡d pomiaru stanowi ró»nic¦ pomi¦dzy zmierzon¡ warto±ci¡ xi a warto±ci¡ rzeczywist¡
(prawdziw¡) x0

δx = xi − x0
Równanie to jest nierozwi¡zywalne, zawiera ono bowiem dwie niewiadome tj. warto±¢ rze-
czywist¡ x0 i bª¡d pomiaru δx. W celu rozwi¡zania oszacowuje si¦ b¡d¹ warto±¢ rzeczywist¡
(x0 ≈ µ ≈ x̄) b¡d¹ δx. Na przykªad za δx mo»na przyj¡¢ czuªo±¢ przyrz¡du pomiarowego.
Stosuje si¦ tak»e:

1. bª¡d bezwzgl¦dny wielko±ci mierzonej |x− x0| = δ;

2. bª¡d wzgl¦dny δ/x0;

3. bª¡d procentowy (δ/x0) · 100%.

0.3 Rzetelno±¢

(miarodajno±¢) oznacza stopie« zgodno±ci z warto±ci¡ prawdziw¡ (rzeczywist¡).
Dla materiaªu biologicznego nie znamy i nie mo»emy zna¢ warto±ci prawdziwej (rzeczywi-

stej) zakªadamy tutaj, »e s¡ to ±rednie warto±ci x̄ pomiarów uzyskane przez ró»ne laboratoria
przy zastosowaniu tej samej metody.

W analityce chemicznej do wyznaczenia warto±ci rzeczywistej sªu»¡ substancje wzorcowe,
w których oznaczon¡ na podstawie wzoru chemicznego zawarto±¢ poszukiwanego skªadnika
przyjmuje si¦ jako warto±¢ prawdziw¡. Podstaw¡ oceny rzetelno±ci mo»e by¢ odchylenie prze-
ci¦tne.

Rzetelno±¢ pojedynczej próby okre±la bª¡d δx tj. δx = xi−x0. Na warto±¢ tej ró»nicy
skªada si¦ zespóª bª¦dów (bª¡d przypadkowy - δxi, bª¡d systematyczny - δwyw, bª¡d gruby -
δg). Zatem

xi = x0 + δxi + δsys + δg.

Bª¡d przypadkowy pojedynczego wyniku mo»na oszacowa¢ korzystaj¡c z wiedzy o metodzie
przedziªów ufno±ci dla parametru poªo»enia. Zaªó»my, »e obserwacje maj¡ rozkªad normalny,
wtedy

δxi =
+
zα/2Sn.

Jest to tak naprawd¦ poªowa przedziaªu ufno±ci dla parametru poªo»enia obliczonego na pod-
stawie pojedynczej obserwacji. (zα/2 to odpowiednia warto±¢ kwantyla z rozkªadu normal-
nego. Wa»ne wzoru tego u»ywamy, gdy do oszacowanie dysponujemy du»¡ prób¡ (n  30).
W przypadku maªych prób u»yjemy oczywi±cie rozkªadu t− Studenta.

Rzetelno±¢ wyniku ko«cowego analizy to ró»nica pomi¦dzy warto±ci¡ x̄ i warto±ci¡
prawdziw¡ µ.

δx̄ = x̄− µ.

Bª¡d przypadkowy w typ przypadku to poªowa przedziaªu ufno±ci dla parametru poªo»enia:

δx̄ =
+
zα/2

Sn√
n

Metoda odzysku Metoda odzysku polega na oznaczeniu nieznanego st¦»enia w badanej
próbce oraz równolegle w tej samej próbce z dodatkiem okre±lonej ilo±ci wzorca (wzbogaco-
nej). Uzyskana ró»nicapomi¦dzy st¦»eniami obu próbek: wzbogaconej i niewzbogaconej jest
miar¡ odzysku rzetelno±ci.

%odzysku =
a− b
c

100
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gdzie a - st¦»enie próbki wzbogaconej, b - st¦»enie próbki niewzbogaconej c - ilo±¢ dodanego
wzorca.

0.4 Dokªadno±¢

(precyzja, rozrzut) to zgodno±¢ wyników analizy powtarzanej wielokrotnie na tym samym
materiale w tych samych warunkach (odczynniki, aparat mierz¡cy)

0.5 Powtarzalno±¢

to uzyskiwanie tych samych warto±ci na tym samymmateriale w ró»nym czasie, przez ró»nych
analityków, ró»nymi odczynnikami.

0.5.1 Bª¦dy pomiarowe

Bª¡d gruby - kryterium eliminacji

Zadanie 1 Zmierzono ekspresj¦ genu BRCA1 u 10 pacjentek. Wyniki to

X = 4, 15, 9, 16, 6, 5, 16, 4, 11, 8, 35

Pytania:

• Czy ktora± z obserwacji jest obarczona bª¦dem grubym?

• Ile obserwacji jest obarczonych bª¦dem?

0.5.2 Test Grubbsa

Do testowania hipotezy

H0: brak obserwacji odstaj¡cych

przy dwustronnej alternatywie mo»emy wykorzysta¢ nast¦puj¡c¡ statystyk¦ testow¡:

T (X) =
|Xi − X̄|
SX

Warto±¢ krytyczn¡ wyznacza si¦ ze wzoru:

cα =
N − 1√
N

√√√√ t2α/(2N),N−2

N − 2 + t2α/(2N),N−2

gdzie tα/(2N),N−2 to kwantyl rz¦du 1 − α/(2N) rozkªadu t − Studenta o N − 2 stopniach
swobody. Dla jednostronnej alternatywy wykorzystuje si¦ kwantyl rz¦du tα/N,N−2.

Zastosowanie testu Grubbsa

1. Obserwacje
4, 15, 9, 16, 6, 5, 16, 4, 11, 8, 35

2. liczymy ±redni¡ i odchylenie standardowe

X̄ = 11.72, SX = 8.99

3. obliczamy kolejne warto±ci |Xi − X̄|/SX

1.17, 0.49, 0.41, 0.64, 0.86, 1.02, 0.64, 1.17, 0.11, 0.56, 3.53
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4. Poniewa» t1−0.05/22,9 = 3.75, to

c0.05 =
10√
11

√√√√ t21−0.05/22,9

9 + t21−0.05/22,9
= 2.35

Jaka jest zatem nasza decyzja ?

0.5.3 Test Dixona

Do testowania hipotezy:

• H0 : brak warto±ci odstaj¡cej

• wobec alternatywy, »e jedna z warto±ci jest warto±ci¡ odstaj¡c¡.

Sposób post¦powania:

1. Obliczamy ze wzoru

Ql =
x2 − x1

xmax − xmin
lub Qp =

xn − xn−1
xmax − xmin

2. wynik w¡tpliwy odrzuca si¦, kiedy obliczona warto±¢ Q jest wi¦ksza od warto±ci tabe-
larycznej

Zadanie 2 W okre±lonym do±wiadczeniu otrzymano nast¦puj¡ce wyniki: 13, 42, 43, 46, 47, 49, 49, 54, 55, 56, 67, 100.
Wyniki 13 i 100 ró»ni¡ si¦ znacznie od pozostaªych. Sprawdzi¢ czy warto±ci te nale»¡ do tego

zbioru

0.5.4 Sposób von Grafa i Henninga

1. dla 10 < N < 1000

2. pomija si¦ wynik �podejrzany"i oblicza x̄ oraz s

3. je»eli �podejrzany"wynik ró»ni si¦ od x̄ o wi¦cej ni» 4s to wynik ten z du»ym prawdo-
podobie«stwem jest obci¡»ony bª¦dem grubym

4. gdy N > 30

•
zd =

|xi − x̄|
s

• |zd| > 1.96 to wynik taki mo»emy odrzuci¢ z prawdopodobie«stwem bª¦dnego
odrzucenia ∼ 0.05.

Zadanie 3 Sprawdzi¢, czy w±ród podanych liczb: 26, 32, 33, 34, 35, 37, 38, 38, 39, 41, 43,
44, 46, 47, 48, 50, 51, 51, 52, 53, 55, 57, 59, 60, 61, 61, 64, 64, 65, 65, 65 warto±¢ 26 nale»y do zbioru.

0.5.5 Test Grubbsa - wygodniejsza metoda - przypadek malych prób

Celem jest jak poprzednio wykrycie obserwacji odstaj¡cych mo»liwe przypadki z jakimi mo-
»emy si¦ spotka¢ to

1. tylko jeden wynik skrajny (najwy»szy lub najni»szy) nie nale»¡ do próby;

2. dwa skrajne wyniki jednocze±nie odbiegaj¡ od pozostaªych;

3. dwa skrajne najwy»sze lub dwa skrajne najni»sze nie nale»¡ do próby.
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Wygodny sposób post¦powania w powy»ej wymienionych przypadkach przedstawiª Grubbs.
Korzystamy w tym tescie z odpowiednich warto±ci tabelarycznych S2n/S

2, S12/S2, S2n−1,n/S
2

i S21,2/S
2.

1. do sprawdzenia najwiekszej warto±ci z próby o liczno±ci n posªugujemy si¦ wzorem

S2n/S
2 =
∑n−1
i=1 (xi − x̄n)2∑n
i=1(xi − x̄)2

gdzie x1 ¬ x2 ¬ . . . ¬ xn, oraz

x̄n =
1

n− 1

n−1∑
i=1

xi, x̄ =
1
n

n∑
i=1

xi

2. dla sprawdzenia warto±ci najni»szej stosujemy

S21/S
2 =
∑n
i=2(xi − x̄1)2∑n
i=1(xi − x̄)2

gdzie

x̄1 =
1

n− 1

n−1∑
i=1

xi

3. dla sprawdzenia dwóch najwi¦kszych warto±ci stosujemy

S2n−1,n/S
2 =
∑n−2
i=1 (xi − x̄n−1,n)2∑n

i=1(xi − x̄)2

gdzie x̄n−1,n = 1
n−2
∑n−2
i=1 xi

4. dla sprawdzenia dwóch najmniejszych post¦pujemy podobnie jak w punkcie 3.

Zadanie 4 Sprawdzi¢ czy w±ród otrzymanych wyników: 13, 17, 42, 43, 46, 47, 49, 49, 54, 56, 67
warto±ci 13, 17 nale»¡ do zbioru.

Zadanie 5 Sprawdzi¢ czy w±ród otrzymanych wyników: 13, 17, 42, 43, 46, 47, 49, 49, 54, 56, 67, 85, 90
nale»y odrzuci¢ warto±ci 13 i 17 oraz 85 i 90.
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