Statystyka w analizie i planowaniu eksperymentu
lista nr 2

1 Wprowadzenie
e populacja - zbiorowos¢ bedaca przedmiotem badania statystycznego;
e parametry - stale liczbowe charakteryzujace poszczegélne populacje;
e préba - czes¢ populacji na podstawie, ktorej staramy sie wnioskowaé o catej populacji.

statystyki - oszacowania parametréw populacji na podstawie préby.

Sume (iloczyn) wszystkich elementéw zbioru liczb A = { X1, Xo, ..., X,,} mozemy zapisaé w

postaci:
Xi+Xo+... X, X1-Xo-...- X,y

ale gdy liczb jest duzo wypisywanie tych z-6w nie ma sensu i dlatego w zamian stosujemy
znak sumowania (iloczynu)

zn:X,;, e, X;
1=1

Zadanie 1 Oblicz wartosci nastepujacych sum:

a) Zi?:?»i b) 33 o) X417t d) Y4
e) Ezzza 6 f) Zi?:oc g) 2212011 h) 3772, 2L

2 Miary polozenia

2.1 Srednia arytmetyczna

Srednia arytmetyczna jest pewna charakterystyka zbioru (préby) dla danych liczb X5, Xo, ..., X,
$rednia arytmetyczna wyraza sie wzorem:

X =

S|

n

>_Xi

i=1

Zadanie 2 Oblicz Srednie arytmetyczne dla nastepujgcych zbioréw danych

a) 55.1,56.55,61.55,66.55, 71.55, 76.55, 81.55, 86.55, odpowiedz: 69.49375
b) 12.64,395.85,553.95, 665.5, 787.05, 995.15, 244.65, 173.1, odpowiedz: 478.48625



2.2 Srednia wazona

Odnosi sie zwykle do sytuacji, gdy obliczamy $rednia arytmetyczna z juz policzonych srednich
dla podgrup zadanego zbioru.

Zadanie 3 Trzech studentow lesnictwa mierzylo piersnice drzew w jednym oddziale lesnym.
Pierwszy zmierzyt 5 drzew i otrzymat srednig 120.0 c¢m, drugi 20 drzew i sredniq 70.0cm,
trzeci natomiast 50 drzew i Srednig 40.0 cm

1. Oblicz zwykla Srednia arytmetyczna. Dlaczego uzyskany wynik jest niewiarygodny?
2. Oblicz érednig wazona postugujac sie wzorem:

Xw _ Z ’LUle
Do wi

Zadanie 4 W grupie 12 kobiet i 6 mezczyzn oznaczono zawarto$é glukozy w mg/100ml.
Oblicz $redniq wartodé:

(a) dla kobiet;

(b) dla mezczyzn;

(¢) w grupie potaczonej.

K) 123,65,72,105,95,110,82,115,80,99, 117, 77
M) 55,67,80,51,47,72

2.3  Srednia geometryczna

Dla zadanego zbioru danych X7, Xo,..., X, srednia geometryczna wyraza sie wzorem:
Mg = I, X;.

Srednia geometryczna oblicza sie woéwczas, gdy wyniki w trakcie badan zmieniaja sie
w przyblizeniu w postepie geometrycznym. Sredniej tej nie stosuje sie, gdy mamy wartosci
ujemne lub réwne zero. Zauwazmy, ze

1 n
log(M¢g) = - E log(X;).
i=1

Bardzo czesto w badaniach biologicznych interesuje nas zmiana pewnej wielkosei (np. przy-
rost masy) w stosunku do okresu poprzedniego. Mozemy obliczy¢ sredni przyrost wzgledny
dla danego okresu.

Niech x1,29,...2, beda to wartosci danej wielkosci w poszczegolnych okresach czasu.
Srednia wzgledna zmiana tej wielkosci wyraza sie wzorem:

n T2 I3 In - ITn
PR EEE el
Zadanie 5 W doswiadczeniu nad tuczem bydta otrzymano nastepujace Srednie masy zwierzat

w kolejnych siedmiu miesigcach: 209, 236,277,283, 330, 335, 340 kg. Oblicz Sredni miesieczny
przyrost masy tej rasy bydla.




2.4 Srednia harmoniczna
N
Y
Zadanie 6 W kwadracie o boku 100 km dokonywany jest przelot samolotem z rézng pred-
koSciq. Pierwszy bok kwadratu pokonany zostat z predkoscia 100 m/s, drugi bok kwadratu z

predkosciq 200 m/s, trzeci bok kwadratu zostat pokonany z predkosciq 300 m/s a czwarty z
predkosciq 400 m/s. Jaka jest $rednia predkosé przelotu tego samolotu?

My

2.5 Moda (dominanta)

Moda M, (warto$¢ modalna, dominanta) jest to warto$¢ wystepujaca najczesciej w danej
zbiorowodci z wykluczeniem wartosci skrajnych (Zmin, Tmaz ). Kiedy kazdy pomiar pojawia
sie taka sama liczbe razy w probie, wtedy brak jest mody. W przypadku, gdy wartosci
wystepuja w probie z rézng czestoscia moda bedzie warto$é pojawiajaca sie najezesciej (préba
jednomodalna). Kiedy dwie wartosci pojawiaja sie te sama ilosé razy (a ich czestotliwosé jest
wieksza od pozostalych, préba ma dwie mody (bimodalna). Jezeli tych wartosci jest wiecej
prébe nazwiemy wtedy wielomodalna.

Zadanie 7 Okresl wartosé modalng dla podanych czterech ciqgdw:

a) 12,16,15,14, 16,19, 16,21, 11, 16
b) 5,6,4,6,5,6,4,3,6,9,7,6,5
¢) 11,10,18,19,25,22,17,13, 14,

d) 2,3,4,4,4,4,5,5,5,6,6,6,6,7,8,9

2.6 Mediana

Mediana (Me, me) dzieli podany, uporzadkowany rosnaco ciag liczbowy na potowe. (jest
to taka liczba od ktérej polowa liczb w tym ciagu jest mniejsza). Przy parzystej liczbie
obserwacji mediang bedzie umownie srednia arytmetyczna dwu srodkowych obserwacji o
numerach n/2in/2+1

Zadanie 8 Zmierzono zawartosé glukozy u 9 pacjentow. Otrzymano wyniki:
110, 78,52, 59,127,90, 135,110, 93. Oblicz:

1. $rednia zawartos$¢ glukozy;
2. mediane;

3. mode.

2.7 Kwantyle (kwartyle, decyle, centyle)

Podobnie jak mediana dziela one uporzadkowany ciag liczbowy na czesci o jednakowej liczno-
Sci. Kwartyl pierwszy Q1 jest to wartosé ponizej, ktérej znajduje sie 1/4 wszystkich jednostek,
podezas gdy kwartylem trzecim Q3 nazywamy taka warto$é ponizej, ktérej znajduje sie 3/4
wartosci liczbowych.

Decyle dziela uporzadkowany ciag liczb na 10 tak samo licznych czesci.

Centyle dziela uporzadkowany ciag liczb na 100 tak samo licznych czesci.



3 Wskazniki rozproszenia
Zadanie 9 Oblicz sredniq arytmetyczng dla zadanych ciggow liczbowych:
1. 26,26,26,27,27,27,28, 29;
2. 12,13,21,27,31, 32, 38, 42;
3. 3,4,10,14,27,50,51, 57,
Poréwnujac srednie tak bardzo rézniacych sie pomiaréw. Wida¢ dobitnie potrzebe wprowa-

dzenia kolejnych charakterystyk opisujacych zachowanie obserwowanej proby.

3.1 Rozstep

Najprostsza miara rozproszenia jest rozstep, rowny réznicy miedzy najwieksza a najmniejsza,
wartoscia obserwacji
R= Tmaz — Tmin

Zadanie 10 Oblicz rozstep we wszystkich wymienionych w zadaniu 8 przyktadach.

3.2 Rozstep miedzykwartylowy

Rozstep miedzykwartylowy
q=Q3— Q1

jest to réznica miedzy 3 i 1 kwartylem

3.3 Odchylenie przecietne
L Slei-a]
n
3.4 Wariancja i odchylenie standardowe w populacji

Wariancja populacji skoficzonej o2 jest miars rozproszenia wartosci indywidualnych w popu-
lacji wokot sredniej w populacji p. Wariancja to $rednia arytmetyczna kwadratéw odchylen
cechy populacji od jej wartoéci éredniej:

Z?:1(mi —z)°

2 _
S; =
n

Natomiast odchylenie standardowe w populacji to

S = /52

3.5 Wariancja i odchylenie standardowe préby

Wariancja préby
(i —7)?

n—1

Sp-1= \V 572171

Zadanie 11 Oblicz wariancje (S?_,) oraz odchylenie standardowe (S,_1) dla préby:

2 _
Snfl -

Odchylenie standardowe préby

110, 78, 52,59, 127,90, 135,93, 110



3.6 Odchylenie standardowe $redniej arytmetycznej

Srednia arytmetyczna préby (Z) jest przyblizona wartoscia $redniej populacji u. Wykonanie
analogicznych pomiaréw w tych samych warunkach da prawie zawsze rézne wartosci sred-
nich arytmetycznych (21, @2, . . ., @,). Zrozumiale jest zatem, ze rozrzut (wariancja) $rednich
arytmetycznych z préb jest znacznie mniejszy niz pojedynczych wynikéw. Miara rozrzutu
srednich arytmetycznych jest odchylenie standardowe srednich arytmetycznych (S ), czyli
blad $redniej arytmetycznej (btad standardowy):

Sn—l
\/ﬁ

Zadanie 12 Dla danych z zadania 10 obliczyé odchylenie standardowe Sredniej arytmetycz-
nej.

S*:

Zadanie 13 Z populacji mezczyzn, celem okreslenia ich masy wybrano losowo prébe ztoZong
258 0s6b. Ich mase okreslono z dokadnosciq do 0.1 kg. Otrzymano nastepujace dane liczbowe:

49.1,54.5,63.0, 64.6, 69.5, 74.4, 79.4, 85.8, 53.2, 55.4, 74.9, 75.0, 75.6
61.5,65.0,70.0,75.0,82.1,87.1,54.0, 54.1, 62.2, 65.6, 70.4, 75.9, 83.8
63.4,66.7,71.6,75.2, 58.4,60.9, 67.4, 72.7, 76.2, 59.0, 64.0, 68.3, 73.3
63.4,66.7,71.6,75.2,58.4,60.9, 67.4, 72.7,76.2, 59.0, 64.0, 68.3, 73.3,

63.4,66.7,71.6,75.2,58.4,60.9, 67.4, 72.7, 76.2, 59.0, 64.0, 68.3, 70.9, 71.9, 60.7
73.3,56.3,76.5, , 57.7, 68.9, 74.0, 78.2, 61.0, 69.0, 72.6, 78.7, 62.8, 67.0,
73.3,76.5,,57.7,68.9, 74.0, 78.2,61.0, 69.0, 72.6, 78.7, 62.8, 67.0, 73.1, 78.1, 66.8,

Oblicz wariancje i odchylenie standardowe Odpowiedzi: S2_; = 61.3936125419933;
Sn—1 = 7.83540761811364;

3.7 Wariancja grupowa, wewnatrzgrupowa i miedzygrupowa

Niech wartosci liczbowe cechy mierzonej z dowolnej populacji beda podzielone na k- préb
(grup). Rozpatrzmy kazda grupe oddzielnie, wariancja grupowa to wariancja wartosci z danej
grupy (préby) wzgledem sredniej z tej grupy.

3.7.1 Wariancja wewnatrzgrupowa

to Srednia wazona wariancji grupowych
w N
gdzie N = > n,; liczno$é wszystkich grup
S? wariancja grupy 4
n; licznosé grupy @

3.7.2 Wariancja miedzygrupowa
to wariancja $rednich grupowych Z; wzgledem $redniej ogélnej X

2 - 2@ n

m N
Zadanie 14 Dla ustalenia liczby ziaren w ktosach badanej odmiany pszenicy zebrano losowo
z poletka doSwiadczalnego okreslong liczbe ktosow 52, a uzyskane dane zestawiono ponizej

Oblicz wariancje © odchylenie standardowe.



Liczba ziaren w klosie | 40 | 44 | 47 | 51 | 55 | 62 | 68 | 70
liczba kloséw 3 5 4 7 116 1| 6 9 2

3.8 Wspodlczynnik zmiennosci

V= S’;_gl -100%, gdy X #0

Wpodlczynnik zmiennosci pozwala ocenié, jakim procentem ze Sredniej z danej proby jest
odchylenie standardowe proby.

Zadanie 15 Oblliczyé rozstep, $redniq arytmetyczna , odchylenie standardowe, odchylenie
standardowe $redniej oraz wspotczynnik zmiennosci dla nastepujacych prob

a) 26,26, 26,27, 27,27, 28,29
b) 12,13,21,27,31, 32, 38, 42
¢) 3,4,10,14,27,50, 51, 57

4 Graficzne przedstawienie danych

Tablica 1: Masa ciala poczwarek macznika

Numer pomiaru | Masa ciata
1 148
2 148
3 136
4 152
5 142
6 130
7 176
8 152
9 150

10 140
11 123
12 113
13 133
14 117
15 126
16 129
17 219
18 156
19 160
20 123

Praktycznym sposobem aby uswiadomi¢ sobie jak ksztaltuje sie zmienno$¢ tej proby, jest
graficzne przedstawienie pomiaréw. najprostszy polega na zaznaczeniu kazdego pomiaru na
poziomej lub pionowej osi, na ktérej kazdy pomiar reprezentowany jest przez kreske.

Zadanie 16 Na podstawie danych z tabeli wykonaj taki wykres.



Opisana powyzej procedura jest przydatna gdy mamy do czynienia z kilkoma badz kilkuna-
stoma pomiarami. W naszym przypadku trzy wartosci masy ciala powtérzyly sie dwukrotnie
i w tych trzech przypadkach kreska oznaczajaca dlugosé pomiaru jest dwukrotnie dluzsza.
Gdyby pomiaréw bylo znacznie wiecej, wiecej tez byloby powtarzajacych sie wartosci. To
stwarzaloby duzy problem w jasnym i klarownym opisie.

4.1 Histogram

Gdy pomiaréw jest duzo warto zrezygnowaé z doktadnosci i pogrupowaé dane w klasy tworzac
tak zwany szereg rozdzielczy. Mozna na przykiad wszystkie pomiary od 110 do 119 mg
umiesci¢ w jednej klasie (analogicznie dla 120 do 129 i tak dalej az obejmiemy caly zakres)
a nastepnie obliczyé¢ czestosci i liczebno$¢ wystapien danych w zadanej klasie otrzymamy
wtedy

Tablica 2: Masa ciala poczwarek macznika

Granice przedziatu | Liczebnosé¢ | Czestosé
110 — 129 6 0.30
130 — 149 7 0.35
150 — 169 5 0.25
170 — 189 1 0.05
190 — 209 0 0.00
210 — 229 1 0.05

Dzieki stworzeniu przedzialéw klasowych mozemy utworzy¢ wykres rozkladu pomiardw
Przy konstruowaniu rozktadu liczebnoéci trzeba podja¢ decyzje, jak duzy powinien by¢ zakres
kazdego przedziatu klasowego, a tym samym ile wprowadzi¢ klas. Gdy pomiaréw jest mniej nz
10 konstruowanie przedzialéw klasowych nie ma sensu. Przy kilkunastu pomiarach stosujemy
z reguly 4 — 5 przedzialéw klasowych, przy setkach pomiaréw 8 — 10 przedziatéow, zas przy
tysiacach i wiecej 12 przedziatéw klasowych.

Zadanie 17 Dla danych z zadania 12 utworz histogram.



histogram
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4.2 Dystrybuanta empiryczna

Czesto zamiast badania liczby przypadkow znajdujacych sie pomiedzy dwiema wartosciami
badanej cechy (granice klasy), istnieje potrzeba poznania liczby przypadkéw n, znajduja-
cych sie ponizej danej wartoéci ;. w takim przypadku sporzadza sie skumulowany szereg
rozdzielczy. Przyklad takiego szeregu zostal zestawiony ponizej

Tablica 3: Masa ciala poczwarek macznika

Granice przedziatu | Liczebnosé skumulowana | Czesto$é skumulowana
110 — 129 6 0.30
130 — 149 13 0.65
150 — 169 18 0.90
170 — 189 19 0.95
190 — 209 19 0.95
210 — 229 20 1

4.3 Skos$no$c¢ - wspolczynnik skosnosci

Sko$nos$¢ jest miara asymetrii obserwowanych wynikéw. Informuje nas o tym jak wyniki dla
danej zmiennej ksztattuja sie wokét sredniej. Czy wiekszosé zaobserwowanych wynikow jest
z lewej strony $redniej, blisko wartosci éredniej czy z prawej strony sredniej? Innymi stowy,
czy w naszym zbiorze obserwacji wiecej jest wynikéw, ktore sa nizsze niz $rednia dla calej
grupy, wyzsze czy réwne sredniej?



Wspélczynnik skosnosci gdy przyjmuje wartosé bliska 0 swiadczy o braku asymetrii wy-
nikéw. Wspdlezynnik skosnosci powyzej 0 $wiadezy o prawostronnej asymetrii rozktadu (ina-
czej nazywanym rozkladem dodatnioskosnym), a wyniki ponizej 0 $wiadcza o lewostronnej
asymetrii rozktadu (inaczej nazwanym ujemnoskosnym rozktadem).

1. symetria ~
X =Me= Mo

> x<-rnorm(10000)

> hist(x, main="symetria")
> library(e1071)

> skewness (x)

[1] -0.02759773

symetria

1500
|
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1000




2. asymetria prawostronna ~
Mo < Me < X

> x<-rgamma(10000,2,2)

> hist(x, main="asymetria prawostronna')
> library(e1071)

> skewness (x)

[1] 1.438639

asymetria prawostronna
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500

10



3. asymetria lewostronna -
X <Me< Mo

> x<- -rgamma(10000,2,2)

> hist(x, main="asymetria lewostronna")
> library(e1071)

> skewness (x)

[1] -1.457087

asymetria lewostronna
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