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@ A. tomnicki ,Wprowadzenie do statystyki dla przyrodnikéw”
PWN 1999;

@ W. Krysicki, J. Bartos, W. Dyczka, K. Krélikowska, M.
Wasilewski ,Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka
matematyczna w zadaniach” PWN 1997;

© J. Koronacki, J. Mielniczuk , Statystyka dla studentéw
kierunkdw technicznych i przyrodniczych” WNT 2006.

@ Slajdy do wyktadu sa dostepne na stronie:
http://smorfland.uni.wroc.pl/ blazej/Statystyka/
wykladPAN
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Zaczynamy
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Doswiadczenie losowe

Realizacja (rzeczywista badz tylko myslowa) okreslonego zespotu
warunkéw, wraz z géry okreslonym zbiorem wynikéw.
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Doswiadczenie losowe

@ Poszczegdlne wyniki w doswiadczenia losowego traktujemy
jako zdarzenia elementarne.

@ Zbidr wszystkich zdarzen elementarnych nazywamy
przestrzenia zdarzen elementarnych 2.
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W praktyce najczesciej interesujace sg nie pojedyncze zdarzenia
lecz podzbiory Q. Kazdy taki podzbiér nazywamy zdarzeniem
losowym.

Zbiér wszystkich zdarzen losowych bedziemy nazywaé przestrzenia
zdarzen losowych i oznaczamy ja przez F.
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Okreslenie dziatan na zdarzeniach losowych w jezyku

zbioréw

Na zdarzeniach losowych wykonujemy analogiczne dziatania jak na
zbiorach.

@ zdarzenie niemozliwe interpretujemy jako zbidr pusty (;

@ sume zbiordw A i B oznaczamy AU B, jest to zbidr tych
zdarzen elementarnych w, ktére naleza do A lub B;

© przekréj zbiorédw A i B oznaczamy przez AN B, jest to zbiér
tych zdarzen elementarnych w, ktére naleza do A i B;
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Okreslenie dziatan na zdarzeniach losowych w jezyku

zbioréw

@ rdznice zbiordw A i B oznaczamy przez A\ B, jest to zbidr tych
zdarzen elementarnych w, ktére naleza do A i nie naleza do B;

@ dopetnienie zbioru A oznaczamy przez A’ = Q\A;

© moéwimy, ze zdarzenie A pociaga zdarzenie B, co oznaczamy
przez A C B, jezeli kazde zdarzenie elementarne w € A nalezy
réwniez do B (w € B);

@ méwimy, ze zdarzenia A i B wykluczaja sie, gdy AN B = 0.
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Poda¢ przyktad doswiadczenia losowego i opisaé je za pomoca
przestrzeni zdarzen elementarnych.

Pawet, Btazej Statystyka w analizie i planowaniu eksperymentu



Rzut moneta

@ przestrzen zdarzen elementarnych Q = {O, R};
@ zdarzenia elementarne w; = 0, wy, = R;

© zdarzenia losowe F = {0, {0}, {R}, {O, R}}
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Interpretacja dziatan na zbiorach

© Przestrzen 2 zdarzen elementarnych czesto bedziemy
interpretowali jako prostokat na ptaszczyznie;
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Interpretacja dziatan na zbiorach

© Przestrzen 2 zdarzen elementarnych czesto bedziemy
interpretowali jako prostokat na ptaszczyznie;

@ punkty tego prostokata - wszystkie albo tylko zaznaczone -
jako zdarzenia elementarne;
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Interpretacja dziatan na zbiorach

© Przestrzen 2 zdarzen elementarnych czesto bedziemy
interpretowali jako prostokat na ptaszczyznie;

@ punkty tego prostokata - wszystkie albo tylko zaznaczone -
jako zdarzenia elementarne;

© zajscie zdarzenia elementarnego mozemy traktowaé jako
rezultat losowo rzuconego punktu na ten prostokat.
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Dwoje przyjaciét umédwito sie na spotkanie w restauracji pomiedzy
godzing 18 a 19 zastrzegajac jednoczesnie, ze pierwszy
przychodzacy czeka na drugiego tylko 15 minut. Opisz graficznie
przestrzen zdarzen elementarnych oraz zaznacz zdarzenia

sprzyjajace.
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Przestrzen zdarzen elementarnych interpretacja graficzna
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Definicja prawdopodobienstwa

Przestrzen probabilistyczna

Przestrzenia probabilistyczna nazywamy trdjke (2, F, P), gdzie Q
to przestrzen zdarzen elementarnych, F to przestrzen zdarzen
(podzbioréw zbioru ), P to funkcja okreslajaca
prawdopodobienstwa wystapienia zdarzen ze zbioru F.
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Klasyczna definicja prawdopodobienstwa

@ przestrzen () sktada sie z n zdarzen elementarnych;
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Klasyczna definicja prawdopodobienstwa

@ przestrzen () sktada sie z n zdarzen elementarnych;

@ zdarzenia jednoelementowe {w} sa jednakowo
prawdopodobne, a wiec

PU{er}) = P(fwa}) = . = P({n}) =
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Klasyczna definicja prawdopodobienstwa

@ przestrzen () sktada sie z n zdarzen elementarnych;

@ zdarzenia jednoelementowe {w} sa jednakowo
prawdopodobne, a wiec

PU{er}) = P(fwa}) = . = P({n}) =

© prawdopodobienstwo dowolnego zdarzenia A sktadajacego sie
z k zdarzen elementarnych wyraza sie wzorem:

liczba zdarzen sprzyjajacych zdarzeniu A

P(A)

~ Ticzba wszystkich zdarzen elementarnych przestrzeni Q
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Przyktad - Rzut kostka

Q={wi,...,we}, gdzie w;, dlai=1,2,...,6 oznacza zdarzenie
1, ) g y &y )
polegajace na wyrzuceniu i oczek.

Przy zatozeniu, ze kostka jest symetryczna wszystkie zdarzenia sa
jednakowo prawdopodobne.

Zatem dla A C Q otrzymujemy:

_ #{w; € A}
P(A) - #{W,' € Q}
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Dziecko bawi sie nastepujacymi klockami m,a, t, e, m,a, t.y, k, a.
Jakie jest prawdopodobienstwo, ze losowo je uktadajac utozy ono
stowo matematyka?
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Z n elementowego zbioru A losujemy ze zwracaniem k elementdw.
Obliczy¢ prawdopodobieristwo, ze wszystkie wylosowane elementy
sq rozne.
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Zadania pokerowe

Losujemy 5 kart z 52. Oblicz prawdopodobieristwa wylosowania

nastepujacych uktadéw kart
@ pary;

o tréjki;

o karety;

@ koloru;

o

poker.
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Definicja prawdopodobienstwa

Whasnosci funkcji prawdopodobienstwa P

@ P(A) > 0 dla kazdego zdarzenia A € F;

Q@ P(Q) =1,

© jezeli A1, ..., A, jest dowolnym ciagiem parami roztacznych
zadarzen ze zbioru F, to

P(AiU...UA,U...)=P(A1)+...+ P(A,)

Warunki powyzsze nazywamy aksjomatami prawdopodobieistwa
sformutowat je w 1931 r. A.N. Kotmogorow.
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Elementarne wtasnosci prawdopodobienistwa

© prawdopodobienstwo zdarzenia niemozliwego réwna sie zero:
P(0) = 0;

@ jezeli zdarzenie A pociaga zdarzenie B (A C B), to
P(A) < P(B);

© prawdopodobienstwo dowolnego zdarzenia jest nie wieksze niz
jeden (P(A) < 1), A dowolne;

© jezeli zdarzenie A pociaga zdarzenie B (A C B), to
P(B\A) = P(B) — P(A);

@ P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB)
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Prawdopodobienstwo warunkowe

Rzut kostka - ciag dalszy

Zatézmy, ze w tym eksperymencie jedyne wyniki jakie mozemy
obserwowac sa liczbami parzystymi. Jakie jest zatem
prawdopodobienstwo tego, ze wyrzucona liczba oczek bedzie réwna
27
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Prawdopodobienstwo warunkowe

Prawdopodobienstwem warunkowym dowolnego zdarzenia
A € F pod warunkiem B nazywamy liczbe P(A|B) okreslona przez
nastepujaca réwnoscé:

P(ANB)

P(AIB) = =55

, A B F,P(B)>0.
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Podaj wartos¢ P(A|B), jesli:
(a) Ai B wykluczaja sie
(b) AcC B;

(c) BCA.
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Prawdopodobienstwo catkowite

Jezeli B jest dowolnym zdarzeniem, natomiast zdarzenia
A1, ..., A, spetniajag warunki:
@ wykluczaja sie parami, czyli AjNA;j =0 gdy i #

@ ich suma jest zdarzeniem pewnym, czyli
AU...UA, =,

© maja dodatnie prawdopodobienstwa;

to prawdopodobienstwo zdarzenia B wyraza sie réwnoscia

P(B) = P(A1)P(B|A1) + ...+ P(A,)P(B|An)
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Pewna choroba wystepuje w spoteczenstwie z
prawdopodobieristwem 0.001. Do wykrycia choroby sporzadzono
test T, ktéry stwierdza chorobe z prawdobodobienstwem 0.99 u
os6b chorych i 0.05 u oséb zdrowych. Jakie jest
prawdopodobienstwo, ze test da wynik pozytywny (“jestes chory”)
dla losowo wybranej osoby?
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Rozwiazanie

Q@ T =1 test "'méwi chory”;
@ Z =1 osoba chora;
© Z = 0 osoba zdrowa.

P(T=1)=P(T=1Z=1)P(Z=1)+ P(T =1|Z = 0)P(Z = 0)
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Mozna takze spréobowaé odpowiedzie¢ na nastepujace pytanie:
Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze dla osoby rzeczywiscie
chorej test "powiedziat jeste$ zdrowy'?
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Rozwiazanie

P(T =0Z=1)P(Z =1)
P(T=0Z=1)P(Z=1)+ P(T =0]Z = 0)P(Z = 0)

P(Z=1T=0)=
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Twierdzenie Bayesa

Jezeli B jest dowolnym zdarzeniem o dodatnim
prawdopodobienstwie, P(B) > 0, zdarzenia Ay, ..., A, spetniaja
warunki wymienione w twierdzeniu o prawdopodobienstwie
catkowitym, to prawdopodobienstwo warunkowe P(Ax|B),
k=1,...,n wyraza sie wzorem

P(Ax)P(B|Ax)
> =1 P(A))P(BIA;)

P(AB) =
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Populacja 7 jest mieszaning trzech podpopulacji 71, w2, 73 0
ktérych wiadomo, ze stanowia odpowiednio 60, 30,10% populacji
7. Pewna cecha jakos$ciowa X wystepuje u osobnikéw podpopulacji
71 z czestoscia 0.05, podpopulacji m 0.03 i podpopulacji
m3 — 0.02. Obliczy¢:
@ prawdopodobienstwo catkowite natrafienia w populacji na
osobnika posiadajacego ceche X.
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Populacja 7 jest mieszaning trzech podpopulacji 71, w2, 73 0
ktérych wiadomo, ze stanowia odpowiednio 60, 30,10% populacji
7. Pewna cecha jakos$ciowa X wystepuje u osobnikéw podpopulacji
71 z czestoscia 0.05, podpopulacji m 0.03 i podpopulacji
m3 — 0.02. Obliczy¢:
@ prawdopodobienstwo catkowite natrafienia w populacji na
osobnika posiadajacego ceche X.
@ prawdopodobienstwo, ze osobnik wybrany z populacji, u
ktérego stwierdzono ceche X, pochodzi z podpopulacji 7.
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Niezaleznos¢ zdarzen

Méwimy, ze zdarzenia A, B € F sa niezalezne, gdy

P(AN B) = P(A)P(B).
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W urnie sa kule biate i czerwone. Losujemy kolejno dwie kule:

(a) ze zwracaniem pierwszej kuli do urny przed losowaniem
drugiej;

(b) bez zwracania.

Kiedy zdarzenia
@ A- wylosowanie kuli biatej w pierwszym losowaniu.

@ B- wylosowanie kuli czerwonej w drugim losowaniu.

sg niezalezne?
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Zdarzenia A1, Az, ..., Ay sa niezalezne i P(Ax) = pk. Oblicz
prawdopodobieristwo, ze zajdzie przynajmniej jedno z tych zdarzen.
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