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Doświadczenie losowe

Realizacja (rzeczywista b ↪adź tylko myślowa) określonego zespo lu
warunków, wraz z góry określonym zbiorem wyników.
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Doświadczenie losowe

Poszczególne wyniki ω doświadczenia losowego traktujemy
jako zdarzenia elementarne.

Zbiór wszystkich zdarzeń elementarnych nazywamy
przestrzeni

↪
a zdarzeń elementarnych Ω.
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Uwaga

W praktyce najcz ↪eściej interesuj ↪ace s ↪a nie pojedyncze zdarzenia
lecz podzbiory Ω. Każdy taki podzbiór nazywamy zdarzeniem
losowym.

Zbiór wszystkich zdarzeń losowych b ↪edziemy nazywać przestrzeni ↪a
zdarzeń losowych i oznaczamy j ↪a przez F .
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Określenie dzia lań na zdarzeniach losowych w j ↪ezyku
zbiorów

Na zdarzeniach losowych wykonujemy analogiczne dzia lania jak na
zbiorach.

1 zdarzenie niemożliwe interpretujemy jako zbiór pusty ∅;
2 sum ↪e zbiorów A i B oznaczamy A ∪ B, jest to zbiór tych

zdarzeń elementarnych ω, które należ ↪a do A lub B;

3 przekrój zbiorów A i B oznaczamy przez A ∩ B, jest to zbiór
tych zdarzeń elementarnych ω, które należ ↪a do A i B;
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Określenie dzia lań na zdarzeniach losowych w j ↪ezyku
zbiorów

1 różnic ↪e zbiorów A i B oznaczamy przez A\B, jest to zbiór tych
zdarzeń elementarnych ω, które należ ↪a do A i nie należ ↪a do B;

2 dope lnienie zbioru A oznaczamy przez A′ = Ω\A;

3 mówimy, że zdarzenie A poci ↪aga zdarzenie B, co oznaczamy
przez A ⊂ B, jeżeli każde zdarzenie elementarne ω ∈ A należy
również do B (ω ∈ B);

4 mówimy, że zdarzenia A i B wykluczaj ↪a si ↪e, gdy A ∩ B = ∅.
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Zadanie

Podać przyk lad doświadczenia losowego i opisać je za pomoc ↪a
przestrzeni zdarzeń elementarnych.
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Odpowiedź

Rzut monet ↪a

1 przestrzeń zdarzeń elementarnych Ω = {O,R};
2 zdarzenia elementarne ω1 = O, ω2 = R;

3 zdarzenia losowe F = {∅, {O}, {R}, {O, R}}
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Interpretacja dzia lań na zbiorach

1 Przestrzeń Ω zdarzeń elementarnych cz ↪esto b ↪edziemy
interpretowali jako prostok ↪at na p laszczyźnie;

2 punkty tego prostok ↪ata - wszystkie albo tylko zaznaczone -
jako zdarzenia elementarne;

3 zaj́scie zdarzenia elementarnego możemy traktować jako
rezultat losowo rzuconego punktu na ten prostok ↪at.
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Zadanie

Dwoje przyjació l umówi lo si ↪e na spotkanie w restauracji pomi ↪edzy
godzin ↪a 18 a 19 zastrzegaj ↪ac jednocześnie, że pierwszy
przychodz ↪acy czeka na drugiego tylko 15 minut. Opisz graficznie
przestrzeń zdarzeń elementarnych oraz zaznacz zdarzenia
sprzyjaj ↪ace.
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Przestrzeń zdarzeń elementarnych interpretacja graficzna
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Definicja prawdopodobieństwa

Przestrzeń probabilistyczna

Przestrzeni ↪a probabilistyczn ↪a nazywamy trójk ↪e (Ω,F ,P), gdzie Ω
to przestrzeń zdarzeń elementarnych, F to przestrzeń zdarzeń
(podzbiorów zbioru Ω), P to funkcja określaj ↪aca
prawdopodobieństwa wyst ↪apienia zdarzeń ze zbioru F .
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Klasyczna definicja prawdopodobieństwa

1 przestrzeń Ω sk lada si ↪e z n zdarzeń elementarnych;

2 zdarzenia jednoelementowe {ω} s ↪a jednakowo
prawdopodobne, a wi ↪ec

P({ω1}) = P({ω2}) = . . . = P({ωn}) =
1

n
;

3 prawdopodobieństwo dowolnego zdarzenia A sk ladaj ↪acego si ↪e
z k zdarzeń elementarnych wyraża si ↪e wzorem:

P(A) =
liczba zdarzeń sprzyjaj ↪acych zdarzeniu A

liczba wszystkich zdarzeń elementarnych przestrzeni Ω
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1 przestrzeń Ω sk lada si ↪e z n zdarzeń elementarnych;
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Przyk lad - Rzut kostk ↪a

Ω = {ω1, . . . , ω6}, gdzie ωi , dla i = 1, 2, . . . , 6 oznacza zdarzenie
polegaj ↪ace na wyrzuceniu i oczek.

Przy za lożeniu, że kostka jest symetryczna wszystkie zdarzenia s ↪a
jednakowo prawdopodobne.

Zatem dla A ⊂ Ω otrzymujemy:

P(A) =
#{wi ∈ A}
#{wi ∈ Ω}
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Zadanie

Dziecko bawi si ↪e nast ↪epuj ↪acymi klockami m, a, t, e,m, a, t.y , k, a.
Jakie jest prawdopodobieństwo, że losowo je uk ladaj ↪ac u loży ono
s lowo matematyka?
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Zadanie

Z n elementowego zbioru A losujemy ze zwracaniem k elementów.
Obliczyć prawdopodobieństwo, że wszystkie wylosowane elementy
s ↪a różne.

Pawe l, B lażej Statystyka w analizie i planowaniu eksperymentu



Zadania pokerowe

Losujemy 5 kart z 52. Oblicz prawdopodobieństwa wylosowania
nast ↪epuj ↪acych uk ladów kart

pary;

trójki;

karety;

koloru;

poker.
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Definicja prawdopodobieństwa

W lasności funkcji prawdopodobieństwa P

1 P(A) ­ 0 dla każdego zdarzenia A ∈ F ;

2 P(Ω) = 1;

3 jeżeli A1, . . . ,An jest dowolnym ci ↪agiem parami roz l ↪acznych
zadarzeń ze zbioru F , to

P(A1 ∪ . . . ∪ An ∪ . . .) = P(A1) + . . .+ P(An)

Warunki powyższe nazywamy aksjomatami prawdopodobieństwa
sformu lowa l je w 1931 r. A.N. Ko lmogorow.
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Elementarne w lasności prawdopodobieństwa

1 prawdopodobieństwo zdarzenia niemożliwego równa si ↪e zero:
P(∅) = 0;

2 jeżeli zdarzenie A poci ↪aga zdarzenie B (A ⊂ B), to
P(A) ¬ P(B);

3 prawdopodobieństwo dowolnego zdarzenia jest nie wi ↪eksze niż
jeden (P(A) ¬ 1), A dowolne;

4 jeżeli zdarzenie A poci ↪aga zdarzenie B (A ⊂ B), to
P(B\A) = P(B)− P(A);

5 P(A ∪ B) = P(A) + P(B)− P(A ∩ B)

Pawe l, B lażej Statystyka w analizie i planowaniu eksperymentu



Prawdopodobieństwo warunkowe

Rzut kostk ↪a - ci ↪ag dalszy

Za lóżmy, że w tym eksperymencie jedyne wyniki jakie możemy
obserwować s ↪a liczbami parzystymi. Jakie jest zatem
prawdopodobieństwo tego, że wyrzucona liczba oczek b ↪edzie równa
2?
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Prawdopodobieństwo warunkowe

Prawdopodobieństwem warunkowym dowolnego zdarzenia
A ∈ F pod warunkiem B nazywamy liczb ↪e P(A|B) określon ↪a przez
nast ↪epuj ↪ac ↪a równość:

P(A|B) =
P(A ∩ B)

P(B)
, A,B ∈ F ,P(B) > 0.
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Zadanie

Podaj wartość P(A|B), jeśli:

(a) A i B wykluczaj ↪a si ↪e

(b) A ⊂ B;

(c) B ⊂ A.
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Prawdopodobieństwo ca lkowite

Jeżeli B jest dowolnym zdarzeniem, natomiast zdarzenia
A1, . . . ,An spe lniaj ↪a warunki:

1 wykluczaj ↪a si ↪e parami, czyli Ai ∩ Aj = ∅ gdy i 6= j ;

2 ich suma jest zdarzeniem pewnym, czyli

A1 ∪ . . . ∪ An = Ω;

3 maj ↪a dodatnie prawdopodobieństwa;

to prawdopodobieństwo zdarzenia B wyraża si ↪e równości ↪a

P(B) = P(A1)P(B|A1) + . . .+ P(An)P(B|An)
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Zadanie

Pewna choroba wyst ↪epuje w spo leczeństwie z
prawdopodobieństwem 0.001. Do wykrycia choroby sporz ↪adzono
test T , który stwierdza chorob ↪e z prawdobodobieństwem 0.99 u
osób chorych i 0.05 u osób zdrowych. Jakie jest
prawdopodobieństwo, że test da wynik pozytywny (”jestes chory”)
dla losowo wybranej osoby?
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Rozwi ↪azanie

1 T = 1 test ”mówi chory”;

2 Z = 1 osoba chora;

3 Z = 0 osoba zdrowa.

P(T = 1) = P(T = 1|Z = 1)P(Z = 1) + P(T = 1|Z = 0)P(Z = 0)
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Można także spróbować odpowiedzieć na nast ↪epuj ↪ace pytanie:
Jakie jest prawdopodobieństwo tego, że dla osoby rzeczywíscie
chorej test ”powiedzia l jesteś zdrowy”?
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Rozwi ↪azanie

P(Z = 1|T = 0) =
P(T = 0|Z = 1)P(Z = 1)

P(T = 0|Z = 1)P(Z = 1) + P(T = 0|Z = 0)P(Z = 0)
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Twierdzenie Bayesa

Jeżeli B jest dowolnym zdarzeniem o dodatnim
prawdopodobieństwie, P(B) > 0, zdarzenia A1, . . . ,An spe lniaj ↪a
warunki wymienione w twierdzeniu o prawdopodobieństwie
ca lkowitym, to prawdopodobieństwo warunkowe P(Ak |B),
k = 1, . . . , n wyraża si ↪e wzorem

P(Ak |B) =
P(Ak)P(B|Ak)∑n
i=1 P(Ai )P(B|Ai )
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Zadanie

Populacja π jest mieszanin ↪a trzech podpopulacji π1, π2, π3 o
których wiadomo, że stanowi ↪a odpowiednio 60, 30, 10% populacji
π. Pewna cecha jakościowa X wyst ↪epuje u osobników podpopulacji
π1 z cz ↪estości ↪a 0.05, podpopulacji π2 0.03 i podpopulacji
π3 − 0.02. Obliczyć:

1 prawdopodobieństwo ca lkowite natrafienia w populacji na
osobnika posiadaj ↪acego cech ↪e X .

2 prawdopodobieństwo, że osobnik wybrany z populacji, u
którego stwierdzono cech ↪e X , pochodzi z podpopulacji π1.

Pawe l, B lażej Statystyka w analizie i planowaniu eksperymentu



Zadanie

Populacja π jest mieszanin ↪a trzech podpopulacji π1, π2, π3 o
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Niezależność zdarzeń

Mówimy, że zdarzenia A,B ∈ F s ↪a niezależne, gdy

P(A ∩ B) = P(A)P(B).
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Zadanie

W urnie s ↪a kule bia le i czerwone. Losujemy kolejno dwie kule:

(a) ze zwracaniem pierwszej kuli do urny przed losowaniem
drugiej;

(b) bez zwracania.

Kiedy zdarzenia

A- wylosowanie kuli bia lej w pierwszym losowaniu.

B- wylosowanie kuli czerwonej w drugim losowaniu.

s ↪a niezależne?
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Zadanie

Zdarzenia A1,A2, . . . ,An s ↪a niezależne i P(Ak) = pk . Oblicz
prawdopodobieństwo, że zajdzie przynajmniej jedno z tych zdarzeń.
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