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Zmienna losowa - wstep

Przeprowadzane w praktyce badania i eksperymenty maja bardzo
réznorodny charakter, niemniej jednak wiaza sie one z rejestracja
jakis$ sygnatéw (danych). Moga to by¢ na przyktad:

© odczyty na skali;
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Zmienna losowa - wstep

Przeprowadzane w praktyce badania i eksperymenty maja bardzo
réznorodny charakter, niemniej jednak wiaza sie one z rejestracja
jakis$ sygnatéw (danych). Moga to by¢ na przyktad:

© odczyty na skali;

@ koncowe parametry jakiego$ procesu technologicznego;
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Zmienna losowa - wstep

Przeprowadzane w praktyce badania i eksperymenty maja bardzo
réznorodny charakter, niemniej jednak wigza sie one z rejestracja
jakis$ sygnatéw (danych). Moga to by¢ na przyktad:

© odczyty na skali;

@ koncowe parametry jakiego$ procesu technologicznego;

© liczba 0séb w kolejce.
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Klasyfikacja zmiennych Stevensa

© Zmienne jakosciowe (nazywane réwniez kategorycznymi,
czynnikowymi), to zmienne przyjmujace okreslona liczbe
wartosci (najczesciej nieliczbowych):
o binarne, np. pte¢ (kobieta/mezczyzna);
e nominalne, np. marka samochodu;
o porzadkowe, np. wyksztatcenie (podstawowe, $rednie, wyzsze).
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Klasyfikacja zmiennych Stevensa

© Zmienne jakosciowe (nazywane réwniez kategorycznymi,
czynnikowymi), to zmienne przyjmujace okreslona liczbe
wartosci (najczesciej nieliczbowych):
o binarne, np. pte¢ (kobieta/mezczyzna);
e nominalne, np. marka samochodu;
o porzadkowe, np. wyksztatcenie (podstawowe, $rednie, wyzsze).
@ Zmienne ilosciowe, opisujg ilos¢. Wyrdznia sie skale:
o licznikowa (liczebnos¢ wystapieri pewnego zjawiska, opisywana
przez liczby naturalne) np. liczba lat nauki;
o przedziatowa (interwatowa) skala, w ktérej zmienna moze
przyjmowa¢ dowolne wartosci z okreslonego przedziatu.
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Zmienna losowa i jej dystrybuanta

Tej definicji nie trzeba uczy¢ sie na pamiec!

Zmienna losowa nazywamy funkcje X okreslona na przestrzeni
zdarzen elementarnych Q, o wartosciach ze zbioru liczb
rzeczywistych R.

Uwaga

| \

Zmienne losowe oznaczamy duzymi literami X, Y, Z a ich
konkretne wartosci matymi literami x, y, z.
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Dystrybuanta zmiennej losowej i jej wtasnosci

Dystrybuanta zmiennej losowej X

Funkcje Fx okreslona na zbiorze R = (—o0, +00) liczb
rzeczywistych wzorem:

Fx(x) = P(X <x), xeR

nazywamy dystrybuantg zmiennej losowej X.

Jezeli nie ma watpliwosci z jaka zmienna losowa mamy do
czynienia wtedy dystrybuante oznaczamy przez F.
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Przyktad cd.

Zatézmy, ze prawdopodobienstwo wylosowania wadliwego towaru
wynosi 0 < p < 1. Wéwczas dystrybuanta zmiennej losowej X
przyjmuje postac

0, dla x <0
F(x)=¢ 1—p dla 0<x<1
1 dla x>1
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Wiasnosci dystrybuanty

@ 0 < F(x) <1 dla kazdego x € R;
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Wiasnosci dystrybuanty

@ 0 < F(x) <1 dla kazdego x € R;
Q limy__o F(x) =0oraz limy_ 1o F(x) =1,
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Wiasnosci dystrybuanty

@ 0 < F(x) <1 dla kazdego x € R;
Q limy__ F(x) =0 oraz limy_, 4o F(x) = 1;
© jest funkcja niemalejaca;
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Wiasnosci dystrybuanty

@ 0 < F(x) <1 dla kazdego x € R;

Q limy__ F(x) =0 oraz limy_, 4o F(x) = 1;
© jest funkcja niemalejaca;

Q Pa< X <b)=F(b)— F(a)
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Dwa wazne typy zmiennych losowych

Zmienna losowa typu dyskretnego

Méwimy, ze zmienna losowa X jest typu skokowego (dyskretnego)
jezeli istnieje skoniczony albo przeliczalny zbiér
Wy = {x1,x2,...,...} jej wartosci taki, ze

gdzie gdérna granica sumowania wynosi n albo oo
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Dwa wazne typy zmiennych losowych

Funkcja prawdopodobienstwa

Funkcje p przyjmujaca wartosci p(x;) = P(X = x;) oznaczana
czesto przez p; nazywamy funkcja prawdopodobienstwa zmienne;j
losowej X.
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Dystrybuanta zmiennej losowej typu dyskretnego

Gdy dane jest funkcja prawdopodobieristwa zmiennej losowej X, to
prawdopodobienstwo przyjecia przez ta zmienng wartosci ze zbioru
A jest okreslone réwnoscia:

P(X € A) Z pi
X;€EA

W szczegdlnosci dla dowolnego przedziatu (a, b) zachodzi

P(—oo< X <b)= > pi

—oo<x;<b
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Wybrane charakterystyki rozktadéw - przypadek dyskretny

@ wartos¢ srednia (parametr potozenia)

k
[=>_ xipi;
i=1

@ wariancja (parametr skali)
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Wazne rozktady typu dyskretnego

@ Rozktad Bernoulliego (rzut moneta);
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Wazne rozktady typu dyskretnego

@ Rozktad Bernoulliego (rzut moneta);

@ Rozktad dwumianowy (rzut wieloma monetami);
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Wazne rozktady typu dyskretnego

@ Rozktad Bernoulliego (rzut moneta);
@ Rozktad dwumianowy (rzut wieloma monetami);

© Rozktad Poissona (liczba sygnatéw);
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Wazne rozktady typu dyskretnego

@ Rozktad Bernoulliego (rzut moneta);

@ Rozktad dwumianowy (rzut wieloma monetami);
© Rozktad Poissona (liczba sygnatéw);

© Rozktad hipergeometryczny (ryby w stawie).
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Przyktady rozktadéw dyskretnych

Rozktad Bernoulliego

Zmienna losowa X ma rozktad Bernoulliego, jezeli jej funkcja
prawdopodobienstwa jest postaci

xi |01
pi|q|p

p=p
o® = pq
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Rozktad dwumianowy

Zmienna losowa X ma rozktad dwumianowy z parametrami (n, p),
neN, 0< p<1,jezeli jej funkcja prawdopodobienstwa jest
postaci

P(k,n, p) = (:) p(1—p)"*

Pawet Btazej Statystyka w analizie i planowaniu eksperymentu



Rzucamy 6 razy symetryczna moneta oblicz prawdopodobiernstwo
wyrzucenia conajmniej jednego ,orta”

Pawet Btazej Statystyka w analizie i planowaniu eksperymentu



Rozktad hipergeometryczny

Zmienna losowa X ma rozktad hipergeometryczny z parametrami
(N, M, n), gdzie N, M, n to liczby naturalne oraz M, n < N, jezeli
jej funkcja prawdopodobienstwa jest postaci

P(k; N, M, n) =
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W stawie jest N = 100 ryb odtawiamy M = 40 z nich znakujemy je
i z powrotem wrzucamy do stawu. Nastepnie towimy n = 20 sztuk.
Jakie jest prawdopodobienstwo, ze wsréd nich bedzie doktadnie k
oznakowanych?
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Rozktad Poissona

Zmienna losowa X ma rozktad Poissona z parametrem A, gdzie
A > 0, jezeli jej funkcja prawdopodobieristwa jest postaci

Ak _\
p=A
a2 =\
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Rozktad Poissona jest zwiazany z sytuacja zliczania zdarzen
losowych okreslonego typu w pewnym odcinku czasu. Moze to by¢
na przyktad zliczenie ilosci kolejnych klientéw pojawiajacych sie w
kasie w banku, ilos¢ samochodéw przejezdzajacych punkt
kontrolny.
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Twierdzenie Poissona

Jezelin — oo, pp — 0, np, — A, to

n

n—k
P )

Prlj(l — Pn
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Twierdzenie Poissona zastosowania

Prawdopodobienstwo trafienia ,széstki "w Toto-Lotku jest réwne
1/(%) = 1/139883816. llu széstek nalezy sie spodziewaé w
kazdym tygodniu, jezeli grajacy wypetniaja kupony niezaleznie od
siebie i catkowicie losowo, kuponéw jest n = 107?
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Zmienne losowe typu ciagtego

Zmienne losowe typu ciagtego moga przyjmowac nieskoriczenie
wiele wartosci (np. temperatura powietrza, waga ciata, predkos¢
samochodu w zadanej chwili czasu)
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Zmienna losowa typu ciagtego

Funkcja gestosci zmiennej losowej X typu ciagtego, to nieujemna
funkcja f, taka, ze dla kazdego przedziatu (x1, x2)

Plw: x1 < X <x}) = /X2 f(x)dx.
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Gestos¢ zmiennej losowej typu ciagtego
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Wiasnosci funkcji gestosci

@ f(x) > 0 dla kazdego x;
Q@ [T f(x)dx=1.
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Wybrane rozktady typu ciagtego

© Rozkiad normalny;
@ Rozktad ?;
© Rozkfad Studenta;
©Q Rozktad F.
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Przyktady rozktaddéw ciagtych

Rozktad normalny

Niech X bedzie ciggta zmienng losowa o gestosci
prawdopodobienstwa

f(x)= e 27 , x€eR,
oV 2w

gdzie p € Ri 0 > 0 sa danymi parametrami. Méwimy wtedy, ze X
ma rozktad normalny co oznaczamy N(pu, o).
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Funkcja gestosci rozktadu normalnego N(p, o).

<
o

0.2

0.1

0.0
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Przyktady rozktaddéw ciagtych

Rozkfad t-Studenta

Zmienna losowa X ma rozktad t-Studenta o n stopniach swobody,
jezeli jej gestos¢ f wyraza sie wzorem

Fx) = r\;[r%(ﬂ//zz))(l + Xz) ("1/2 x € R,n e N.

gdzie T'(n) = [;"*x""te™dx, n >0

Gdy n — oo, gestos¢ f ,dazy” do gestosci rozktadu normalnego
N(0,1), co wykorzystuje sie w praktyce dla n > 30 do przyblizania
rozktadu Studenta rozktadem normalnym.
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Wykresy gestosci rozktadu Studenta i rozktadu normalnego

<
o

— N(O,1)
— (5

0,sd=1)
0.3

dnorm(x, mean

0.0
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Wykresy gestosci rozktadu Studenta i rozktadu normalnego

<
o

— N(,1)
— 1(30)

0,sd=1)
0.3

dnorm(x, mean

0.0
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Przyktady rozktaddéw ciagtych

Rozkfad y?

Zmienna losowa X ma rozktad 2 o n stopniach swobody, jezeli jej
gestos$¢ f wyraza sie wzorem

ro0 = | T wdy x>0
0 x<0
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Wykresy gestosci rozktadu 2 o n = 2,6, 8 stopniach
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Wiasnosci rozktadu normalnego

Rozktad normalny jest rozktadem najczesciej wykorzystywanym do
modelowania zmienno$ci pewnej cechy w zadanej populacji.
Parametrami tego rozktadu sa $rednia p (parametr potozenia) oraz
o (parametr skali).
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Wiasnosci rozktadu normalnego

X ~ N(p,0).

Standardowy rozktad normalny

X ~ N(0,1), gdzie p=0, o =1
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Przeksztatcenia zmiennej losowej o rozktadzie normalnym

Niech
X~ N(p,0),

wtedy X
Y ~ N(0,1), adzie ¥ = K=,

g
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Przeksztatcenia zmiennej losowej o rozktadzie normalnym

Niech
X ~ N(0,1),

wtedy
Y ~N(u,0) gdzie Y =0 - X +p
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Gestos¢ rozktadu normalnego
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Podstawowe wtasnosci rozktadu normalnego

Q E[X] =
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Podstawowe wtasnosci rozktadu normalnego

Q E[X] =
Q@ Var[X] = 0?;
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Podstawowe wtasnosci rozktadu normalnego

Q E[X] =

Q@ Var[X] = 0?;

Q Jezeli X1, Xs,..., X, s to niezalezne zmienne losowe
pochodzace z rozktadu normalnego N(u, o). to
X~ N(p %)
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Podstawowe wtasnosci rozktadu normalnego

Q E[X] =yp;

Q@ Var[X] = 0?;

Q Jezeli X1, Xs,..., X, s to niezalezne zmienne losowe
pochodzace z rozktadu normalnego N(u, o). to

X~ N(p %)
Q Me = y;
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Podstawowe wtasnosci rozktadu normalnego

Q E[X] =

Q@ Var[X] = 0?;

Q Jezeli X1, Xs,..., X, s to niezalezne zmienne losowe
pochodzace z rozktadu normalnego N(u, o). to
X~ N(p %)

Q Me = y;

@ Mo = y;
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Réznice w charakterystykach potozenia i skali
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Praktyczne postugiwanie sie rozktadem normalnym

Niech X ~ A/(0,1). Oblicz nastepujace prawdopodobierstwa:
Q@ P(X >0)=0.5;
@ P(|X| < 2) = 0.954499736103642;
© P(X > —1) = 0.841344746068543;
Q P(0.5 < X < 2)=0.285787406777808.
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Praktyczne postugiwanie sie rozktadem normalnym
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Praktyczne postugiwanie sie rozktadem normalnym

Przyjmuje sie, ze wspdtczynnik 1Q ma w populacji rozktad
normalny o Sredniej i = 100 i odchyleniu standardowym o = 15

O lle 0séb ma wieksze 1Q niz 1007;
@ lle oséb ma IQ w przedziale 70 — 1307;

© Jaki przedziat przyja¢ aby okresli¢ odsetek 0.05 oséb o
najwiekszym 1Q?
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Praktyczne postugiwanie sie rozktadem normalnym
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Praktyczne postugiwanie sie rozktadem normalnym -
odpowiedzi

@ P(X > 100) =0.5;
@ P(70 < X < 130) =0.954499736103642;
© P(X > 124.75) = 0.05.
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Praktyczne postugiwanie sie rozktadem normalnym

Zatézmy, ze dtugosé pidr ogonowych pawia wynosi srednio 65 cm, z
odchyleniem standardowym 5 cm. Oszacuj prawdopodobienstwo,
ze losowo wyjete piéro ma diugosc:
© mniejsza niz 54 cm;
@ wieksza niz 64 cm;
© jesli mieszkaricy Lobzowa zwykli nosi¢ na czapkach pidra o
dtugosci od 70 do 75 cm, to jak czesto natrafiaja na takie
piéro?
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Praktyczne postugiwanie sie rozktadem normalnym -
odpowiedzi

O P(dt. mniejsza niz 54 cm) = 0.0139034475134986;
@ P(dt. wieksza niz 64 cm)=0.579259709439103;
© P (70cm < dt. <75cm)=0.135905121983278.
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Reguta 30

Dla rozktadu normalnego ma zastosowanie tzw. , prawo 3¢ " méwi
ono, ze:

@ ok. 68% wszystkich wartosci zmiennej odbiega od $redniej
oczekiwanej nie bardziej niz o jedno odchylenie standardowe;
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Reguta 30

Dla rozktadu normalnego ma zastosowanie tzw. , prawo 3¢ " méwi

ono, ze:
@ ok. 68% wszystkich wartosci zmiennej odbiega od $redniej
oczekiwanej nie bardziej niz o jedno odchylenie standardowe;

@ ok. 95% wszystkich wartosci nie bardziej niz o dwa odchylenia
standardowe;
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Reguta 30

Dla rozktadu normalnego ma zastosowanie tzw. , prawo 3¢ " méwi
ono, ze:

@ ok. 68% wszystkich wartosci zmiennej odbiega od $redniej
oczekiwanej nie bardziej niz o jedno odchylenie standardowe;

@ ok. 95% wszystkich wartosci nie bardziej niz o dwa odchylenia
standardowe;

© ok. 99.8% odbiega o nie wiece]j niz 30 od wartosci $redniej.
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Centralne Twierdzenie Graniczne

Rozktad normalny jest rozktadem granicznym dla standaryzowanych
zmiennych losowych pochodzacych z réznych rozktaddw.

Centralne Twierdzenie Graniczne

Srednia n niezaleznych ustandaryzowanych \/Ej%[[xx]] zmiennych
ar

losowych pochodzacych z porzadnych rozktadéw zbiega do
rozktadu normalnego N(0, 1).
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Co to oznacza w praktyce?
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Praktyczne postugiwanie sie rozktadem normalnym

Rzucamy 100 razy moneta jakie jest prawdopodobienstwo, ze suma
wyrzuconych ortéw przekroczy 557
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Praktyczne postugiwanie sie rozktadem normalnym

Rzucamy 20 razy symetryczna kostka oblicz prawdopodobienstwo
tego, ze suma wyrzuconych oczek jest liczba pomiedzy 60, 807
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darzenia, ze Sredni dzienny dojazd w ciaggu 30 dni
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