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Zmienna losowa - wst ↪ep

Przeprowadzane w praktyce badania i eksperymenty maj ↪a bardzo
różnorodny charakter, niemniej jednak wi ↪aż ↪a si ↪e one z rejestracj ↪a
jakís sygna lów (danych). Mog ↪a to być na przyk lad:

1 odczyty na skali;

2 końcowe parametry jakiegoś procesu technologicznego;

3 liczba osób w kolejce.
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Klasyfikacja zmiennych Stevensa

1 Zmienne jakościowe (nazywane również kategorycznymi,
czynnikowymi), to zmienne przyjmuj ↪ace określon ↪a liczb ↪e
wartości (najcz ↪eściej nieliczbowych):

binarne, np. p leć (kobieta/m ↪eżczyzna);
nominalne, np. marka samochodu;
porz ↪adkowe, np. wykszta lcenie (podstawowe, średnie, wyższe).

2 Zmienne ilościowe, opisuj ↪a ilość. Wyróżnia si ↪e skale:

licznikow ↪a (liczebność wyst ↪apień pewnego zjawiska, opisywana
przez liczby naturalne) np. liczba lat nauki;
przedzia low ↪a (interwa low ↪a) skala, w której zmienna może
przyjmować dowolne wartości z określonego przedzia lu.
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Zmienna losowa i jej dystrybuanta

Tej definicji nie trzeba uczyć si ↪e na pami ↪eć!

Zmienn ↪a losow ↪a nazywamy funkcj ↪e X określon ↪a na przestrzeni
zdarzeń elementarnych Ω, o wartościach ze zbioru liczb
rzeczywistych R.

Uwaga

Zmienne losowe oznaczamy dużymi literami X ,Y ,Z a ich
konkretne wartości ma lymi literami x , y , z .
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Przyk lad - Rzut kostk ↪a

Niech Ω = {ω1, . . . , ω6}, gdzie ωi , i = 1, 2, . . . , 6 oznacza
zdarzenie elementarne polegaj ↪ace na wyrzuceniu i-oczek. Określmy
zmienn ↪a losow ↪a

X (ωi ) = i , i = 1, 2, . . . , 6.
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Prawdopodobieństwo przyj ↪ecia przez zmienn ↪a losow ↪a
wartości z danego zbioru

Zdarzeniami losowymi s ↪a również zbiory definiowane w nast ↪epuj ↪acy
sposób:

{ω : X (ω) ∈ A}

gdzie A jest dowolnym podzbiorem R.

Pawe l B lażej Statystyka w analizie i planowaniu eksperymentu



Prawdopodobieństwo przyj ↪ecia przez zmienn ↪a losow ↪a
wartości z danego zbioru

Prawdopodobieństwo P(X ∈ A) przyj ↪ecia przez zmienna losow ↪a X
wartości ze zbioru A gdzie A ⊂ R, określamy nast ↪epuj ↪ac ↪a
równości ↪a:

P(X ∈ A) = P({ω : X (ω) ∈ A}).
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Dystrybuanta zmiennej losowej i jej w lasności

Dystrybuanta zmiennej losowej X

Funkcj ↪e FX określon ↪a na zbiorze R = (−∞,+∞) liczb
rzeczywistych wzorem:

FX (x) = P(X ¬ x), x ∈ R

nazywamy dystrybuant ↪a zmiennej losowej X .

Jeżeli nie ma w ↪atpliwości z jak ↪a zmienn ↪a losow ↪a mamy do
czynienia wtedy dystrybuant ↪e oznaczamy przez F .
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Przyk lad cd.

Za lóżmy, że prawdopodobieństwo wylosowania wadliwego towaru
wynosi 0 < p < 1. Wówczas dystrybuanta zmiennej losowej X
przyjmuje postać

F (x) =


0, dla x < 0

1− p dla 0 ¬ x < 1
1 dla x  1
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W lasności dystrybuanty

1 0 ¬ F (x) ¬ 1 dla każdego x ∈ R;

2 limx→−∞ F (x) = 0 oraz limx→+∞ F (x) = 1;

3 jest funkcj ↪a niemalej ↪ac ↪a;

4 P(a < X ¬ b) = F (b)− F (a)
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2 limx→−∞ F (x) = 0 oraz limx→+∞ F (x) = 1;

3 jest funkcj ↪a niemalej ↪ac ↪a;

4 P(a < X ¬ b) = F (b)− F (a)
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Dwa ważne typy zmiennych losowych

Zmienna losowa typu dyskretnego

Mówimy, że zmienna losowa X jest typu skokowego (dyskretnego)
jeżeli istnieje skończony albo przeliczalny zbiór
Wx = {x1, x2, . . . , . . .} jej wartości taki, że

P(X = xi ) = pi , i ∈ N,∑
i=1

pi = 1,

gdzie górna granica sumowania wynosi n albo ∞
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Dwa ważne typy zmiennych losowych

Funkcja prawdopodobieństwa

Funkcj ↪e p przyjmuj ↪ac ↪a wartości p(xi ) = P(X = xi ) oznaczan ↪a
cz ↪esto przez pi nazywamy funkcj ↪a prawdopodobieństwa zmiennej
losowej X .
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Dystrybuanta zmiennej losowej typu dyskretnego

Gdy dane jest funkcja prawdopodobieństwa zmiennej losowej X , to
prawdopodobieństwo przyj ↪ecia przez t ↪a zmienn ↪a wartości ze zbioru
A jest określone równości ↪a:

P(X ∈ A) =
∑
xi∈A

pi

W szczególności dla dowolnego przedzia lu (a, b) zachodzi

P(−∞ < X < b) =
∑

−∞<xi<b

pi
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Wybrane charakterystyki rozk ladów - przypadek dyskretny

1 wartość średnia (parametr po lożenia)

µ =
k∑

i=1

xipi ;

2 wariancja (parametr skali)

σ2 =
k∑

i=1

(xi − µ)2pi .

3 skośność

γ =
k∑

i=1

(xi − µ)3pi/σ
3

4 kurtoza

η =
k∑

i=1

(xi − µ)4pi/σ
4
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Ważne rozk lady typu dyskretnego

1 Rozk lad Bernoulliego (rzut monet ↪a);

2 Rozk lad dwumianowy (rzut wieloma monetami);

3 Rozk lad Poissona (liczba sygna lów);

4 Rozk lad hipergeometryczny (ryby w stawie).
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Przyk lady rozk ladów dyskretnych

Rozk lad Bernoulliego

Zmienna losowa X ma rozk lad Bernoulliego, jeżeli jej funkcja
prawdopodobieństwa jest postaci

xi 0 1

pi q p

µ = p

σ2 = pq
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Rozk lad dwumianowy

Zmienna losowa X ma rozk lad dwumianowy z parametrami (n, p),
n ∈ N, 0 < p < 1, jeżeli jej funkcja prawdopodobieństwa jest
postaci

P(k, n, p) =

(
n

k

)
pk(1− p)n−k

µ = np

σ2 = npq
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Zadanie

Rzucamy 6 razy symetryczn ↪a monet ↪a oblicz prawdopodobieństwo
wyrzucenia conajmniej jednego

”
or la”
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Rozk lad hipergeometryczny

Zmienna losowa X ma rozk lad hipergeometryczny z parametrami
(N,M, n), gdzie N,M, n to liczby naturalne oraz M, n ¬ N, jeżeli
jej funkcja prawdopodobieństwa jest postaci

P(k; N,M, n) =

(M
k

)(N−M
n−k

)(N
n

)

µ = np

σ2 = npq
N − n

N − 1
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Zadanie

W stawie jest N = 100 ryb od lawiamy M = 40 z nich znakujemy je
i z powrotem wrzucamy do stawu. Nast ↪epnie  lowimy n = 20 sztuk.
Jakie jest prawdopodobieństwo, że wsród nich b ↪edzie dok ladnie k
oznakowanych?
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Rozk lad Poissona

Zmienna losowa X ma rozk lad Poissona z parametrem λ, gdzie
λ > 0, jeżeli jej funkcja prawdopodobieństwa jest postaci

P(k) =
λk

k!
e−λ

µ = λ

σ2 = λ
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Rozk lad Poissona jest zwi ↪azany z sytuacj ↪a zliczania zdarzeń
losowych określonego typu w pewnym odcinku czasu. Może to być
na przyk lad zliczenie ilości kolejnych klientów pojawiaj ↪acych si ↪e w
kasie w banku, ilość samochodów przejeżdżaj ↪acych punkt
kontrolny.
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Twierdzenie Poissona

Jeżeli n→∞, pn → 0, npn → λ, to(
n

k

)
pk
n (1− pn)n−k → λk

k!
e−λ
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Zadanie

Udowodnij twierdzenie Poissona
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Twierdzenie Poissona zastosowania

Prawdopodobieństwo trafienia
”
szóstki ”w Toto-Lotku jest równe

1/
(49

6

)
= 1/139883816. Ilu szóstek należy si ↪e spodziewać w

każdym tygodniu, jeżeli graj ↪acy wype lniaj ↪a kupony niezależnie od
siebie i ca lkowicie losowo, kuponów jest n = 107?
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Zadanie

Dana jest funkcja prawdopodobieństwa zmiennej losowej X

xi 2 3 4 5

pi 0, 2 0, 4 0, 3 0, 1

wyznacz:

1 funkcj ↪e dystrybuanty i jej wykres;

2 prawdopodobieństwo P(X < 3, 5) korzystaj ↪ac z wykresu
dystrybuanty;

3 prawdopodobieństwo P(3 < X ¬ 4, 5).
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Zmienne losowe typu ci ↪ag lego

Zmienne losowe typu ci ↪ag lego mog ↪a przyjmować nieskończenie
wiele wartości (np. temperatura powietrza, waga cia la, pr ↪edkość
samochodu w zadanej chwili czasu)
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Zmienna losowa typu ci ↪ag lego

Funkcja g ↪estości zmiennej losowej X typu ci ↪ag lego, to nieujemna
funkcja f , taka, że dla każdego przedzia lu (x1, x2)

P({ω : x1 ¬ X ¬ x2}) =

∫ x2

x1

f (x)dx .
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G ↪estość zmiennej losowej typu ci ↪ag lego
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W lasności funkcji g ↪estości

1 f (x)  0 dla każdego x ;

2
∫+∞
−∞ f (x)dx = 1.
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Wybrane rozk lady typu ci ↪ag lego

1 Rozk lad normalny;

2 Rozk lad Studenta;

3 Rozk lad χ2;

4 Rozk lad F .
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Przyk lady rozk ladów ci ↪ag lych

Rozk lad normalny

Niech X b ↪edzie ci ↪ag l ↪a zmienn ↪a losow ↪a o g ↪estości
prawdopodobieństwa

f (x) =
1

σ
√

2π
e−

(x−µ)2

2σ2 , x ∈ R,

gdzie µ ∈ R i σ > 0 s ↪a danymi parametrami. Mówimy wtedy, że X
ma rozk lad normalny co oznaczamy N(µ, σ).
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Funkcja g ↪estości rozk ladu normalnego N(µ, σ).
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Przyk lady rozk ladów ci ↪ag lych

Rozk lad t-Studenta

Zmienna losowa X ma rozk lad t-Studenta o n stopniach swobody,
jeżeli jej g ↪estość f wyraża si ↪e wzorem

f (x) =
Γ([n + 1]/2)√

nπΓ(n/2)
(1 +

x2

n
)−(n+1)/2, x ∈ R, n ∈ N.

gdzie Γ(n) =
∫+∞

0 xn−1e−xdx , n > 0

Uwaga

Gdy n→∞, g ↪estość f
”
d ↪aży” do g ↪estości rozk ladu normalnego

N(0, 1), co wykorzystuje si ↪e w praktyce dla n  30 do przybliżania
rozk ladu Studenta rozk ladem normalnym.
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Wykresy g ↪estości rozk ladu Studenta i rozk ladu normalnego
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Przyk lady rozk ladów ci ↪ag lych

Rozk lad χ2

Zmienna losowa X ma rozk lad χ2 o n stopniach swobody, jeżeli jej
g ↪estość f wyraża si ↪e wzorem

f (x) =

{
1

2n/2Γ(n/2)
xn/2−1e−x/2 gdy x > 0

0 x ¬ 0
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Wykresy g ↪estości rozk ladu χ2 o n = 2, 3, 4 stopniach
swobody
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